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Sammanfattning

I denna avhandling behandlas de grundlaggande aritmetiska operationerna
addition, subtraktion, multiplikation och division for flyttal av arbitrar storlek i
GNU MPFR biblioteket. Inledningsvis sammanfattas IEEE-754 standarden och
binéra representationen av flyttal. Algoritmerna for att utfora flyttalsaritmetik
forklaras stegvist och med exempel. Koncepten forlangs sedan till fllyttal av arbitrar
precision. I avhandlingen analyseras hur biblioteket komponerar flyttal av arbitrir
storlek med hjélp av lemmar, och hur aritmetiska operationer sedan utférs pa
dessa flyttal.

1 Inledning

Flyttalsaritmetik ar en systematisk approximering av reell aritmetik.[1] Flyttal kan
endast representera en dndlig delméngd reella tal. Standarden for flyttal i datorsystem
definieras av IEEE-754. Standarden anger format for flyttal och hur rakneoperationer
bor utforas pa dem i datorsystem. Standarden kan tillampas i hardvara, mjukvara

eller en kombination av bade hard- och mjukvara. De flesta hardvaruarkitekturer idag
implementerar stod for hogst 64-bitars dubbelflyttal. I denna avhandling presenteras
mjukvarubiblioteket GNU MPFR for flyttal av arbitrar storlek. Syftet med avhandlingen
ar att analysera hur flyttal av arbitréar kan byggas upp med hjalp av lemmar, och hur
aritmetiska operationer utfors pa dessa flyttal.



2 |EEE-754

IEEE-754 standarden grundar sig pa att uttrycka reella tal i form av
(—1)° b xm
Dar
e s = tecken. 0 ar positivt, 1 ar negativt
e b = talbas. Baserna 2 och 10 stods.
e ¢ = exponent for talbasen.

e m — mantissa.

I enlighet med GNU biblioteket MPFR (del 3) behandlas enbart flyttal med basen tva
i denna avhandling. Flyttal representeras binart genom att inkoda tecken, exponent
och mantissa. Storleken pa exponenten och mantissan varierar beroende pa flyttalets
storlek. Fordelningen mellan exponentens och mantissans storlek bestdmmer vilka

reella tal kan uttryckas som flyttal. Format for de grundlaggande flyttalen i talbas tva
hittas i Tabell 1.

Bitar totalt | Tecken | Exponent | Mantissa
32 1 8 24
64 1 11 53
128 1 15 113

Table 1: [1] Format for de grundliggande flyttalen i talbas tva enligt IEEE-75/
specifikationen.

Flyttal vars mest signifikanta bit ar en etta kallas normaliserade flyttal. Denna etta

ar implicit och behdver ej inkodas binart. Savida kan 24 bitars precision sparas med

23 bitars mantissa i minnet. I flyttal med arbitrar precision ar det inte lika viktigt att
spara en bit i minnet och da kan ettan inkodas binért.[4] For att mojliggéra negativa
exponenter i flyttal, subtraheras 2"~! fran exponenten dér n &r exponentens storlek i
bitar. Hilften av exponentens varden ar da negativa och halften positiva. En godtagbar
siffras binara uppstéllning visas i Figur 1.

MSB LSB

0{1]0{0]0{0]0{0]|0{1|0{0|1]0]0{1]0{0]0|0J1{1|1{1|1]|1|0]|1]|0]0O|0|0] =~ 1.570795 % 2! ~ 3.14159

S = Exponent <+ | > Mantissa - {

Figur 1: [7] Approzimering av w till femte decimalen sparat som ett 32 bitars flyttal.
Mantissans mest signifikanta bit dr implicit ett och visas inte i figuren.



Tal som &r for stora for att representeras med exponentens maximum vérde 6verfloder
till 400 eller —oco. Tal som &r for sma for att representeras med exponentens minimum
varde behandlas som subnormala flyttal. Subnormala flyttal innebéar att den mest
signifikanta biten ar noll. Detta mgjliggor gradvist underflode. Tal som ar mindre &n
de subnormala talen avrundas till 40 eller -0. Subnormala tal ar inte nédvandiga i
arbitrir precision, eftersom exponenten kan praktiskt taget vara obegrénsat stor.[4]
Ett annat specialfall & NaN (eng. Not A Number) som anvénds for att representera
oinitierade flyttal eller resultatet fran ogiltiga operationer.[4]

3 MPFR

De flesta hardvaruarkitekturer idag har inbyggt stod for hogst 64-bitars flyttal. For

att anvianda 128-bitars flyttal eller storre, behovs ett mjukvarugranssnitt. GNU MPFR

ar ett mjukvarubibliotek och en generisk tillimpning av IEEE-754 standarden. Biblioteket
mojliggor flyttalsaritmetik med arbitrar precision och korrekt avrundning.[2] Precisionen
begrénsas i praktiken enbart av tillgdnligt minne pa datorsytemet. Precisionen ar
konfigurerbar och tillater &ven storlekar som avviker fran 2" monstret. MPFR anvénder
talbasen tva. Biblioteket avviker en del fran IEEE-754 standarden. Subnormala flyttal
implementeras inte och mantissans mest signifikanta bit ar explicit, det vill sdga den
inkodas binart.

Som underlag for MPFR ligger lagniva kategorin MPN i biblioteket GNU MP. MPN
bildar stortal av arbitréir storlek genom att dela upp dem i en array av lemmar. Lemmar
ar teckenlOsa heltalsrepresentationer. Storleken pa lemmar definieras av GMP_NUMB_BITS
som vanligtvis dr 32 eller 64-bitar.[2] Eftersom flyttalens precision p kan avvika fran

att vara en multipel av lemmarnas storlek, sa sparas precisionen skilt. De lagsta bitarna
utanfor p ar icke-signifikanta och sétts till noll.[2] Figur 2 illustrerar hur en mantissa
kunde delas upp i lemmar och hur icke-signifikanta bitar nollas.

MSB LSB

1{1{1j0{0| (1)0|1|0JO| |1]{1]0|0O|0O

lem 2 lem 1 lem 0

Figur 2: Exempel pa hur MPFR skulle dela upp 12-bitars mantissan [111001010011] i
lemmar pa en fem bitars dator. De tre ligsta bitarna i “lem 0” anvdnds inte och har nollats.

I MPFR &r exponenten i flyttal 32 eller 64-bitars stor. Eftersom exponenten kan bli
mycket stor behdvs inte subnormala tal implementeras. MPFR anvander dock inte
exponentens alla bitar, utan exponentens minimum véarde

MPFR_EMIN_MIN = 1 — 27! och maximum virde MPFR_EMAX MAX = 2"~ — 1
déar n anger bitstorleken. Detta gor det mojligt att representera summan av tva andra
exponenter utan att summan 6verfloder. Saledes forenklas vissa rdkneoperationer som
multiplikation.[6]



3.1 Aritmetiska operationer

I denna del av avhandlingen kommer de grundlaggande aritmetiska operationerna
addition, subtraktion, multiplikation och division att behandlas. Innehallet grundar

sig dels pa artiklarna [5] och [6] av Vincent Lefevre, dels pa [3] MPFR version 4.2.0
kéallkod. Som notation for aritmetiska operationer anvands a, b och ¢ dir a avser resultat
medan b och ¢ avser operander. MPFR tillater operanderna b och ¢ ha olika precision.
Resultatet a kan dven efterfragas i en precision som avviker fran b och/eller ¢ precision.[5]
For att mojliggora detta kravs strikta regler for exakt avrundning som leder till 6kad
komplexitet. MPFR biblioteket utfor dessutom en del avancerade optimeringar vid
avrudning av a som ar utanfér denna avhandlingens ramar. Syntaxen for aritmetiska

funktioner i MPFR, ar
int mpfr_func(a, b, ¢, rnd_mode)

dér a ar en ut-parameter for funktionens resultat, b och ¢ ar in-parametrar fér operanderna
och rnd_mode &r in-parameter for avrundningslage. Funktionens returvirde ar ett

ternért heltal som anger at vilket hall @ har avrundats fran det exakta virdet. Ett

positivt returvarde betyder att a ar storre an det exakta vardet. Returvardet noll

betyder att a ar exakt och ett negativt returvarde betyder att a 4r mindre an det

exakta vardet.

3.2 Algoritm

Addition och subtraktion med flyttal grundar sig pa att &ndra b och ¢ binéra uppstéllning
sa att de kan uttryckas med samma exponent. Detta gors genom att forst ordna om b

och ¢ sa att e, > e. dar e anger exponenten for flyttalet. Sedan berdknas exponentdifferansen
d = e, — e..[b] Mantissan m, antar nya vardet o4, eftersom att ¢ da kan uttryckas med
samma exponent som b. Denna divison kan utféras genom att bitforskjuta m. d steg
lagre. For att berdkna resultatet a utférs aritmetiska operationen pa mantissan my

och den forskjutna mantissan m.. Exponenten e, antar vardet e,. Om additionsoperation
leder till en 6verbliven minnessiffra bér summan normaliseras genom att m, bitforskjuts
ett steg ligre och e, inkrementeras med ett.[5] Om a &r denormaliserat efter subtraktion,
forskjuts m, mot hogsta biten och exponenten sanks. Efter rdknaoperationen avrundas
my till precision p och de lagsta bitarna i m, utanfor p satts till noll. I Figur 3, 4 och

5 visas ett exempel for algoritmen med addition.



0{0]1{1]1{1]1{1]|0{1|1{1|1{1)0{1]0{1]|1|{1|0{O[0[0O|1]|0(1]|0]0|1|0|0] b ~1.98x2~1~ 0.99

0{0]1{1]1{1]1]0]1|0]|0{0|0{1]0{1]0{0]0{1|1|1|1{0|1]|0|1]|1]1]|0]0|0] ¢~ 1.04%272~ 0.26

Figur 3: Normaliserad representation av flyttalen b ~ 0.99 och c ~ 0.26. Mantissornas hogsta
bit ar implicit ett och visas inte i figuren.

0[0]1(1]1(1{1)1{0]1{1]1{1]1]O[1])0O[{1|1{1]0[0]0O]0|{1]0O[1])0O[0|1[0|0] b ~1.98+2~1! ~ 0.99

0{0]1{1]1{1]1{1]|0{1]|0{0|0{0]1]0]1|0]0|0|1|1|1{1|0]1|0]|1])1]|1|0|0] c=0.52x2""~ 0.26

Figur 4: Flyttalet ¢ representerat med samma exponent som flyttalet b. m. implicita etta dar
nu inkodad bindrt eftersom bitarna har forskjutits ett steg lagre. Flyttalet ¢ har fortfarande

samma vdrde som i Figur 3.

MSB LSB

0(0{1{1]1]1]|1|1{1{0{1)0|0{0[0]0]0]0]0{0[0[0|0]0(0[0[0]O]|O|O[0[0| a=Db 4 c=1.25*2° =1.25

S > Exponent <+ | > Mantissa {

Figur 5: Summan av additionen b + ¢ som ger det exakta virdet 1.25.



3.3 Implementering

MPFR innehéller en generisk implementering for varje aritmetisk funktion samt flera
optimerade implementeringar. Optimeringarna baserar sig pa att olika precisioner
hanteras skilt. Har diskuteras huvudsakligen koncept som gar att tillimpa generellt.
For att tillampa flyttalsaritmetik med lemmar kravs flera delsteg. I implementeringarna
forskjuts inte mantissan m. d steg lagre, utan istéllet utfors bitvisa och aritmetiska
operationer pa lemmarna skilt. Antalet lemmar i slutliga mantissan m, bestams av [

= &I P,NU};\/[ 55175 avrundat uppat till ndrmaste heltal. Fran [ och d hérleds dven
antalet m. hogsta lemmar som behdvs for rakneoperationen. Dessa lemmar kopieras

till m, med offset d. Sedan kopieras hogst [ stycken my, lemmar till m, utan offset.
Figur 6 forestaller hur my och m,. arrangeras fore addition eller subtraktion.

p

b_lem2 b_lem1 b_lem0

me|1(110{0)1|1]1{0f1|1{0)0O|1{1]1({0|1|1|O[O(1]1f1]0

c_lem2 c_leml c_lemO

Figur 6: Forestdllning hur my och m. arrangeras vid kopiering till m,. I detta exempel
ar GMP_NUMB_BITS = 8, d = 5 och p = 2. Notera att i denna illustration har ingen
aritmetisk operation dnnu utforts pa lemmarna.

Nar lemmarna i my och m, kopieras till m, bor rdkneoperationen utforas pa alla bitar

som Gverlappar. De generiska funktionerna mpfr_addl och mpfr_subl delegerar kopieringen

och rakneoperationerna till MPN funktionen mpn_add_n respektive mpn_sub_n. De

optimerade funktionerna komponerar istdllet resultatet a sjalva genom att utfora bitférskjutningar,
bitmaskeringar och rékneoperationer pa lemmarna skilt. Optimeringarna grundar sig

pa att skilt beakta specifika satser av precision p och exponentdifferansen d.

3.4 Multiplikation och division

I detta kapitel kommer multiplikation och division att behandlas.
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