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Referat

Efterhand som utvecklingen av bade kvantdatorer och deras simulering gar framat,
ser man allt oftare artiklar om dessa &mnen i nyhetsflodet. For att forsta artiklarna
och for att kunna bedoma dem kritiskt behover ldsaren forsta principerna bakom
kvantdatorer. Den hiir avhandlingen forklarar grundprinciperna och matematiken
bakom dem.

Till dessa grunder hor en kort introduktion till kvantmekanik, vektorer, matriser
och bra-ket-notation eller Diracnotation, som den ocksa kallas. Byggstenarna
for kvantalgoritmer dr kvantgrindar och nagra av dessa kommer att behandlas.
Slutligen kommer Deutsch—Jozsa-algoritmen att presenteras, som ett exempel pa

en kvantalgoritm.
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1 Introduktion och syfte

Kvantdatorer skiljer sig mérkbart fran den klassiska datorn, bade till konstruktion
och funktion. En klassisk dator ir till sin grund sa enkel att en intresserad och
kunnig entusiast skulle kunna bygga en programmerbar sadan helt fran grunden
i sitt hem. Kvantdatorer @r motsatsen. Man ar flera ar fran att ha en fungerande
kvantdator och det pagar aktiv forskning i hur man praktiskt ska kunna konstruera
en sadan.

Intresset for kvantdatorer ligger naturligtvis i att man kan gora en del berék-
ningar betydligt snabbare med en sadan, 4n med en klassisk dator. Den kanske
mest kdnda tillimpningen &r faktorisering av stora heltal, da detta gor det mojligt
att knicka RSA och ddrmed far man tillgang till krypterad information. RSA é&r
en asymmetrisk krypteringsalgoritm med offentlig och privat nyckel baserad pa
produkten av tva stora primtal. Om man kan genom faktorisering aterskapa de tva
primfaktorerna, sa har man den privata nyckeln med vilken man kan dekryptera
meddelandet. Det finns ingen kiind algoritm for klassiska datorer som skulle klara
av att faktorisera sa stora primtal tillrdckligt snabbt for att vara anviandbar.

Styrkan hos en kvantdator ligger i kvantbitarna. Kvantbitarna kan vara i nagot
som kallas for en superposition, och pa det sittet representerar de flera virden pa en
gang. Deutsch-Jozsa-algoritmen, som ocksa behandlas som en del av avhandlingen
ar ett exempel pa hur en kvantdator behover betydligt farre operationer @n en
klassisk dator.

For att snabba pa forskning kommer EU att satsa ca 1 miljard euro pa kvanttek-
nologi genom projektet “The European quantum technologies flagship programme”,
som borjar 2019 [1]. Att EU satsar sddana summor ger en uppfattning om hur
viktig och intressant denna teknologi dr. Samtidigt ser man ocksa i nyhetsflodet
hur kvantdatorer och simuleringen av dem néamns allt oftare.

Denna avhandling riktar sig till alla som studerar datavetenskap och onskar fa
en grundforstaelse om kvantdatorer. En sadan grundforstaelse hjalper om man vill
folja med nyheter och diskussioner rorande dmnet. Mitt syfte &r att presentera de
allra mest visentliga grundprinciperna pa ett enkelt sitt, utan att lasaren behover

djupa forkunskaper inom fysik och matematik.



2 Kvantbitar

Kvantbitar dr kvantdatorns motsvarighet till den klassiska datorns bitar. For att
forsta hur kvantbitar fungerar behdver man en uppfattning om vad kvantmekanik
handlar om.

I avsnitt 2.1 finns en kort beskrivning av hur kvantmekaniken upptécks tillsam-
mans med tva exempel pa kvantmekaniska fenomen, namligen energin i termisk
stralning och elektronskalens energinivaer i Bohrs atommodell.

Direfter behandlas i avsnitt 2.2 hur kvantmekaniska fenomen kan utnyttjas for
att skapa en kvantbit. Josephsondvergangar presenteras som ett konkret exempel
pa kvantfenomen som utnyttjas av bland annat IBM.

I avsnitt 2.3 presenteras superposition. Da en kvantbit dr i en superposition,
har den en viss sannolikhet for att vara i det ena eller det andra tillstandet da den
observeras. Man sédger att superpositionen kollapsar.

Sammanflatade kvantbitar presenteras i avsnitt 2.4. Da tva kvantbitar &r i ett
sammanflitat tillstand befinner de sig i superposition, och om den ena kvantbiten
observeras, kollapsar bada kvantbitarna till motsatta tillstand. De tva sammanfldtade
kvantbitarna bildar ett system fram till att nagondera observeras och de kan inte
beskrivas var for sig.

Diérefter ges i avsnitt 2.5 den matematiska representationen av kvantbitar. De

ar vektorer som kan beskrivas med bade bra-ket-notation och med matriser.

2.1 Kvantmekaniken uppticks

Liksom relativitetsteorin, dr kvantmekaniken en ritt sa ny teori. Idéerna utvecklades
under borjan av 1900-talet.

Omkring 1860 upptéckte Kirchhoff att det finns ett samband mellan temperatur
och frekvens, som tillsammans med emissivitet beskriver den termiska stralning
som en kropp avger [2]. Om man varmer en svart kropp, det vill siga ett foremal
som absorberar all elektromagnetisk stralning, kan man alltsa bestimma dess
temperatur enligt den stralning kroppen avger.

Det visade sig vara svart att hitta en funktion som beskriver detta samband

och forst 1900 16ste Max Planck problemet. Han inforde en konstant, som har fatt



namnet Plancks konstant[3]. Med hjilp av Plancks konstant far man funktionen
E = nhv dir F &r energin i stralningen, n &r ett heltal, h dr Plancks konstant och
v dr stralningens frekvens[4]. Eftersom Plancks konstant dr en faktor i energiming-
den, kan energin bara anta diskreta virden, dven da n = 1. Stralningsenergin fran
dessa kroppar dr alltsa kvantifierad.

Under 1900-talets forsta hilft uppticktes flera kvantfenomen. Till exempel 1
Bohrs atommodell (1913) finns bestimda elektronskal[5]. Nir en atom belyses sa
kan en elektron hoppa fran ett skal med en ldgre energiniva till ett skal med en
hogre energiniva. Elektronen flyttas omedelbart, utan att nagonsin vara mittemellan
dessa skal. Alltsa dr hir ocksa en kvantifiering av energinivaerna.

Trots att kvantmekaniken redan under 1900-talets forsta hélft blev en dvergri-
pande fysisk teori[6], tog det 1ang tid innan forskningen om kvantdatorer tog fart.
Visst hade tanken om kvantbitar forekommit[7], men det var forst 1980 som Jurij
Manin pa allvar presenterade idén om kvantdatorer[8][9]. Andra viktiga pionjar dr
Richard Feynman och David Deutsch[9]. Det dr David Deutsch som star bakom

grundidén till det problem som presenteras 1 avsnitt 4.

2.2 Kvantbitar och deras fysiska representation

Den klassiska datorn anvinder sig av bitar, som dr antingen O eller 1. En bit dr I&tt
att representera i elektronik; man kan anvinda tva olika nivaer for spanning eller
strom, ddr ena nivan representerar 0 och den andra nivan 1. Vidare dr operationer
med dessa bitar alltid deterministiska. Detta gor att man inte kan generera dkta
slumptal med en klassisk dator utan specialgjord hardvara for andamalet.

Kvantbiten kan tyckas vara liknande till en borjan, eftersom allt som behovs ér
att man viljer tva diskreta tillstand. I avsnittet 2.1 nimndes energinivan for termisk
stralning och atomens elektronskal som exempel pa sadana diskreta tillstand. Andra
mojligheter &r att utnyttja elektronernas eller atomkérnornas rotation, som kan vara
i olika diskreta positioner. Man kan till och med skapa “konstgjorda elektronskal”,
med hjélp av Josephsonovergangar. Bland annat IBM gor forskning med denna typ
av lagringsutrymme for kvantbitar [10].

En Josephsonovergang kan skapas genom att tva aluminiumtradar pa nano-

niva far oxidera, och sedan placeras mot varandra. Dessa kyls ner tills de blir
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Figur 1: Exempel pa kvantbit med Joephsondvergang

supraledande. Oxiden bildar en isolator, som hindrar strommen fran att flyta fritt
igenom. Trots att oxiden inte leder, kommer dnda en del strom igenom, tack vare
tunneleffekten, som &r ett fenomen inom kvantfysiken.

I en supraledare uppstar nagot som kallas for Cooper-par[11], det vill siga
elektronpar som dr sammanbundna trots att elektroner normalt repellerar varandra.
Dessa par kan passera tack vare tunneleffekten genom Josephsondvergangen[12] i
figur 1, sa att innanfor det inrutade omradet kommer det att finnas ett over- eller
underskott av sadana par som laddar kondensatorerna. I kretsen finns tva konden-
satorer: kondensatorn C och Josephsondvergangen, som ocksa har sin kapacitans.
Deras laddning beror pa Josephsonovergangen[13]. De olika laddnings nivaerna
man kan méta upp star for de olika tillstanden. Med hjilp av justering av spianningen
U kan man paverka laddningen och till och med skapa superpositioner[14].

Utover dessa finns en uppsjo av kvantfenomen som kan anvéndas for att skapa
ett lagringsutrymme for kvantbitar. En stor del av forskningen gar just ut pa att
hitta ett stabilt och litthanterat lagringsutrymme for kvantbitar.

Oberoende av underliggande fenomen, viljs tva tillstind och man kallar det
ena tillstdndet for |0) och det andra tillstdndet for [1)!. Till skillnad fran den
deterministiska klassiska datorn, sa ir det en viss sannolikhet att kvantbiten finns i
det ena eller det andra tillstandet. Ndr man inte vet i vilket tillstand biten &r i, siger

man att den &r i en superposition.

'Beteckningen forklaras nirmare dd den matematiska representationen forklaras.



2.3 Schrodingers katt och superposition

Fa tankeexperiment har fatt en sadan spridning som ”Schrodingers katt”, kanske
just pa grund av hur groteskt och pa samma gang motsigelsefullt det r. Tankeex-
periment beskrevs av Erwin Schrédinger 1935, som en kritik till Kopenhamnstolk-
ningen av kvanttillstand [15].

Tankeexperimentet kan beskrivas pa foljande sitt:

Anta att du placerar en katt i en metallada. I ladan finns ocksa
en Geigermatare tillsammans med en liten midngd av ett radioaktivt
dmne. Geigermitaren dr kopplad till en hammare och under hammaren
finns en flaska med cyanid. Sannolikheten for att det radioaktiva dmnet
sonderfaller under en timme é&r lika stor som att inget hander. Om
amnet sonderfaller, slar hammaren sonder flaskan med giftet, varvid
katten dor. Denna anordning skyddas pa ett sadant sitt att katten, som

stingdes in i ladan, inte kan paverka situationen.

I detta tankeexperiment kopplas en kvantmekanisk hindelse (sonderfallet av
en atom) till en hidndelse pa makroniva (kattens liv). Enligt den Képenhamnska
tolkningen #r katten bade levande och dod samtidigt, tills man observerar kat-
ten. Schrodinger ville med tankeexperimentet visa hur absurda situationer denna
tolkning ger och att det finns brister i forstaelsen av kvantmekaniska fenomen.

Trots Schrodingers egentliga avsikt ger detta tankeexperiment en bild av vad
en superposition dr. Nér en kvantbit dr i en superposition, betyder det att den har
en viss sannolikhet att vara antingen |0) eller |1) da den observeras, precis som
katten har en viss sannolikhet att observeras som antingen dod eller levande da

ladan 6ppnas. Nir en kvantbit observeras kollapsar den till nagondera tillstandet.

2.4 Sammanflitade kvantbitar

Inom kvantmekaniken finns ett fenomen som ledde till en lang argumentation
mellan Einstein och Bohr, ndmligen sammanflidtade partiklar. Einstein argumen-
terade for att sammanfldtningen brét mot relativitetsteorin och att forstaelsen av
kvantmekaniken kan inte vara korrekt[16]. Experiment fran 1976 framat verkar
visa att Bohr hade ritt[17].



Sammanflidtade partiklar bildar ett system tillsammans. Om man har tva partik-
lar i ett sammanflitat tillstand och man méter den ena, sa kan man genast sidga i
vilket tillstand den andra ir i, ndamligen det motsatta tillstandet. Just detta ansag
Einstein vara fel, da informationen om att ena partikeln har blivit observerad inte
kan na den andra snabbare #n ljuset.

Det bor dock noteras att en sammanflitning inte kan anvindas for att skicka
information, da sammanfldtningen upphor vid en observation[18]. Man kan alltsa
inte manipulera en kvantbit efter en métning och forvénta sig att den motsatta
manipulationen sker hos den andra kvantbiten trots att de var sammanflidtade innan

mitningen.

2.5 Matematisk representation
2.5.1 Kvantbitar ir vektorer

Till skillnad fran den klassiska datorn, dar man har endast O och 1, hanterar man
sannolikheter 1 en kvantdator. Varje superposition har ju en viss sannolikhet for
|0) och |1). For att beskriva kvantbitarnas tillstand matematiskt, ser man dem som
vektorer i ett vektorrum.

Ett vektorrum dr en samling vektorer, som kan adderas med varandra och ocksa
multipliceras med skaldrer. Alla dessa skaldrer tillhor en bestimd méngd, som kan
vara heltal, rationella tal, reella tal eller till och med komplexa tal, som i fallet
med kvantbitar. Dessutom finns det i vektorrummet basvektorer och varje vektor i
vektorrummet kan bildas av dessa[19]. En normaliserad vektor har alltid lingden 1.

For att fa en bittre bild av vad detta innebidr sa kan man ta det vilkénda
koordinatsystemet med axlarna x och y. En vektor i detta koordinatsystem startar
fran (0, 0) och slutar i en punkt, som vi kan kalla for («, 5). Basvektorer i detta
koordinatsystem dr z och y och alla vektorer kan skrivas som ax + [y.

Da en kvantbit beskrivs som en vektor har man basvektorerna |0) och |1). En
kvantbit kan da beskrivas som en normaliserad vektor « |0) + 3 |1), dédr a och 3
kan vara komplexa tal[20]. Detta #r i forenklad form illustrerat i figur 2°.

I figur 2 ser man att « och 3 kan bestimmas med hjilp av Pythagoras sats och

2Bloch-klotet ger en bittre bild, men den enkla tvadimensionella illustrationen ir littare att
forsta och mera lamplig for denna avhandling.
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Figur 2: En kvantbit dr en normaliserad vektor

med hjilp av trigonometriska funktioner. Vektorn bildar hypotenusan med lingden
1 i en triangel dér v och f3 ér kateter. Ifall vi har tillstandet dér bade |0) och |1) har
lika stor sannolikhet, s blir vektorn — |0) + =5 [1) vilket naturligtvis ocksa kan
skrivas som \/%(|0) + [1)).

2.5.2 Bra-ket-notationen / Diracnotationen

Bade |0) och |1) har redan ndmnts i flera av de tidigare avsnitten. De &r en del av
bra-ket-notationen. Namnet bra-ket hiarstammar fran det engelska ordet bracket,
som betyder klammer. Denna notation skapades av Paul Dirac, vilket dr orsaken
till att notationen ocksa kallas for Diracnotation[21].

Fastin alla tillstand hittills har enbart berort en enda kvantbit, bor det noteras
att ett tillstand kan innefatta flera kvantbitar, till exempel [10011001).

Bra-ket-notationen har tva delar: (¢| som kallas for "bra” och |¢)) som kallas
for ”ket”. Bra-delen &r det hermiteska konjugatet av ett tillstand. Nér bra och ket
sétts ihop fas den inre produkten, som betecknas med (¢[¢)) [21]. T avsnitt 2.5.3
kommer det hermiteska konjugatet att forklaras och en beskrivning pa vad den inre

produkten dr hur den kan anvéndas ges.



2.5.3 Matrisnotation

Forutom bra-ket-notationen kan man ocksa skriva vektorer i matrisform[22]. Denna
form #r praktisk da ett kvanttillstand ska fordndras genom en kvantgrind.

Omskrivningen sker enligt féljande:

a|o>+m1>:H.

|0) dr samma sak som 1|0) + 0 |1)) och |1) dr samma sak som 0 |[0) + 1 |1).
Man kan da skriva om dessa fall som

o[-

Ifall man har flera kvantbitar, kan man skriva deras gemensamma tillstand som
en tensorprodukt[22]. Detta dr behdvligt om man vill anviinda matriser for att rikna
ut effekten av en kvantgrind med tva (eller flera) ingangar. Tensorprodukten for

endimensionella matriser (kvantbitar) fas enligt féljande [23]:

aby

a, by

Clen

] . asby

a1 by
asby
a2 by

a9 bn

anbl

Qp, b2

anbn

Enligt detta kan man skriva om |00), [01), |10) och |11) som:

10



1 0
1 1 0 1 0 1
00 =1 1@l | =], 0= 1@ |=|.]"
0 0 0 0 1 0
_O_ _0_
0 o]
0 1 0 0 0 0
|10) = ® = |11) = ® =
0 1 1 0
0 1

Tensorprodukten dr associativ och flera én tva kvantbitar kan kombineras[23]:

a

b

® ®

)e

Det hermiteska konjugatet (1| av |¢)), som ndmndes i avsnitt 2.5.2, kan skrivas

:(“

b

®
d

f f

som (1| = [|1)]!. Detta fis genom att man transponerar |1/), och sedan komplex-
konjugerar talen[24]. Om

a1

sa dr
W) =] ... &].eaec
Komplexkonjugeringen innebér att de imagindra delarna av talen byter tecken. Om
a, = 3 + 2i, sa blir det nya virdet a,, = 3 — 2i.
Den inre produkten, som ocksa namndes i avsnitt 2.5.2, dr anviandbar da man
vill faststilla sannolikheten att kvantbitarna &r i ett visst tillstdnd. Helt allmént
dr alla kvanttillstand beskrivna av vagfunktioner. Den inre produkten (¢ |¢)) kan

definieras som integralen av Tt [25].
Om man har ett tillstind ¢» = « |0) + £ |1) kan man ridkna ut (¢/|¢)) enligt

11



foljande och fa sannolikheten for |0) och |1):

o =[a 39 - |5

Anta att figur 2 &r en illustration av vektorn \/% |0) + =5 [1). I matrisform kan

man skriva om denna vektor som:

1 1
V= |

1
_|0 \
V2 V2 %

Man far sannolikheten for |0) och |1) genom att rikna ut den inre produkten:

] |

Sl
o
D= D=

1

[ L] . [
vzl |
Alltsa har bade |0) och |1) sannolikheten 3.

3 Kvantgrindar

Kvantgrindarna dr byggstenarna i en kvantalgoritm. Det &r dessa block som om-
vandlar ett kvanttillstand till ett annat.

I avsnitt 3.1 presenteras kvantgrindar som unitdra matriser. Definitionen pa
unitira matriser ges i samband med detta. Avsnittet visar ocksa hur man kan
matematiskt rikna ut resultatet av att en kvantgrind har opererat pa ett tillstand av
kvantbitar.

Direfter presenteras tre kvantgrindar i avsnitten 3.2-3.4: ndamligen NOT-, Hada-
mard- och CNOT-grinden. Dessa tre grindar #r viktiga for att man ska forsta

Deutsch-Josza-algoritmen i avsnitt 4.

3.1 Kvantgrindar som matriser

Liksom kvantbitar kan skrivas i matrisform, sa har varje kvantgrind en motsvarande

matris. I avsnitt 2.5.3 demonstrerades matrismultiplikation och tensorprodukt

12



for endimensionella matriser. For att kunna hantera kvantgrindar behévs samma
operationer, men for tvadimensionella matriser.

Multiplikation av tvadimensionella matriser gors enligt foljande[26]:

L

Den forsta matrisen maste alltsa ha lika manga kolumner som den andra matrisen

ae+bg af + bh
ce+dg cf +dh

har rader.

Anta att matrisen A &r en kvantgrind och [¢)) dr ett tillstdnd som kvantgrinden
opererar pa. Da erhaller man resultatet genom att utféra matrismultiplikationen
A(|¢)) [27]. De foljande avsnitten kommer att demonstrera detta.

Om man har tva kvantgrindar, beskrivna av matriserna A och B, och man har
tva kvantbitar och man vill utféra A pa den forsta kvantbiten och B pa den andra
kvantbiten, kan man kombinera A och B med hjilp av tensorprodukten till en enda

grind som tar in tva kvantbitar[22]. Tensorprodukten erhalls enligt f6ljande:

ae af be bf

a b % e f| _|ag ah bg bh
c d g h e ¢ f de df
cg ch dg dh

Alla kvantgrindar dr unitdra matriser [27]. Detta betyder att om matrisen A
representerar en kvantgrind, sa ar ATA = AA' = I, dér I r enhetsmatrisen [28].
En enhetsmatris dr en matris med enbart nollor, forutom ldngs diagonalen dér det
enbart finns ettor, vilket betyder att Al = A. Pa klarsprak betyder allt detta att till
skillnad fran klassiska grindar i digitalelektronik, sa dr kvantgrindar sadana att man

kan, utgaende fran resultatet, rikna ut de ursprungliga kvantbitarnas tillstand.

3.2 NOT-grinden

NOT-grinden &r en grind som opererar pa en enda kvantbit och resultatet ar

motsatsen till vad som kom in: [0) — |1) och [1) — |0). Detta betyder att om

13



kvantbiten inte dr i en superposition, sa beter sig NOT-kvantgrinden exakt som
NOT-grinden i digitalelektronik. I det allménna fallet, dér ocksa en superposition &r
mojlig, sker foljande: « |0) + 5 |1) — a|1) + §]0). NOT-grindens representation

1 matrisform ar[27]

0 1
X = .
B
Hela operationen i matrisform blir:
0 1 al  |0-a+1-8] |B
10| [8] |[1t-at+0-8] |a|

Om man har tvd NOT-grindar efter varandra aterstills kvantbiten eftersom

enhetsmatrisen fas genom:

TR

Eftersom X #r symmetrisk runt diagonalen #r X = XT. Detta betyder att

multiplikationen ovan ocksa visar att NOT-grinden &r unitir.

Exempel

Eftersom detta dr den forsta kvantgrinden som behandlas, dr det skél till att ta ett

exempel, sa att det tydligt framkommer hur man utfoér berdkningarna.

10) 1)

Om NOT-grinden opererar pa |0) far man f6ljande uttryck:

X(0)) - E (1)] - H _ _ m |

3.3 Hadamard

0-1+1-0
1-1+0-0

14



Liksom NOT-grinden verkar Hadamard-grinden pa en kvantbit. Hadamard-

grinden anvinds for att skapa superpositioner[27]:

1 1
WN%C§WW+7§D

1 1
H%%;§m>—;§H>

Detta betyder att om Hadamard-grinden opererar pa en kvantbit sa kommer den
att vara i en superposition, dir bade |0) och |1) dr lika sannolika. Hadamard

representeras av matrisen[27]:

- 1|1 1
V21 1|
Om man har tva Hadamard-grindar efter varandra aterstills kvantbiten eftersom

enhetsmatrisen fas genom:

gy L1 11 1

V21 —1] V2l -1
R 1

|z .|
1|
ARG N
1 0

— —I.
0 J

H #r symmetrisk runt diagonalen, vilket betyder att H = H'. Multiplikationen

ovan visar ocksa att Hadamard-grinden &r unitér.

34 CNOT

_69_

CNOT (Controlled NOT) opererar pa tva kvantbitar och representeras av matri-

15



sen[27]:

0
CNOT = (1]

o O =
o O = O
_ o O O

0 0

Om kvantbitarna tillhor médngden {|0) , |1)}, kan CNOT till en borjan likna XOR
fran digitalelektroniken, eftersom CNOT utfér en NOT-operation pa den andra
kvantbiten (resultatkvantbiten), enbart om den forsta kvantbiten (kontrollkvantbi-

ten) dr |1). Den forsta kvantbiten fordndras i detta fall inte av kvantporten[29]:

Resultatkvantbiten for CNOT-grinden blir enbart |1) om bada ingédngarna har
motsatta virden.

Om man utvidgar midngden av tillstand en kvantbit kan ha till samtliga, mirker
man att CNOT-grinden ibland byter roller for kontroll- och resultatingangarna. Anta
att forsta kvantbiten dr —[0) + 5 |1) och andra kvantbiten & 5 [0) — 5 [1).
Vad blir resultatet?

710+ 511 —e— 7

L10) - 1) —o—

For att bestimma resultatet behover man forst rikna ut tensorprodukten av kvantbi-

tarna:
1
2
L 1 _1
V2 V2 | = 2
L © _1 |1
V2 V2 2
1
2
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Direfter multipliceras CNOT-matrisen med tillstandet ovan:

100 0] |14 1
1 1 1
0100 =5 _|=3|_| % |o|
0001 |1 -1 ! 2
2 2 V3 V3

0010 [-1 1

Den forsta kvantbiten har alltsa dndrats och den andra passerade oforandrad. Detta

ar en princip som utnyttjas 1 Deutsch-Josza-algoritmen, som presenteras i avsnitt 4.

L0+ L) e 20—

LI0) - 51 —o— 510 -

Vidare dr CNOT-grinden anvéndbar for att skapa sammanfldtade kvantbitar[29].
Ett sadant tillstdnd kan skapas om kontrollingdngen &r \/Li |0) + \/Li |1) och den
andra ingangen ér |0).

\%‘O)—i—\%‘l) —

|0y ——

Tensorprodukten av ingangarna fas enligt:

o g~ =5

Direfter multipliceras CNOT-matrisen med tillstandet ovan:

1 1

1000 |&H| |5
0100l [o] o
=

000 1| |& 0
1

0010 [0] |F]

Efter denna utrdkning har man ett tillstand som inte kan formas som en tensorpro-

dukt av tva enskilda kvantbitar[30]. Kvantbitarna maste beskrivas tillsammans, de
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ar sammanflétade: —(|00) + [11)).
Eftersom CNOT #r symmetrisk runt diagonalen s& i&r CNOT = CNOTT.

CNOT ir en unitédr grind eftersom enhetsmatrisen / fas genom multiplikationen
CNOT -CNOT":

1000 [1L00O 1000
1 1 1

cnor-onori = |0 1V 00 LUOp 000y
000 1] (0001 0010
0010/ [0010 0001

4 Deutsch-Jozsa-algoritmen

Anta att man far en krets med n ingangar och att resultatet kan avlésas fran en
enda utgang. Kretsen kan beskrivas som en funktion f : {0, 1}" — {0,1}. Man
vet att denna funktion dr garanterat antingen balanserad eller konstant, men inte
vilkendera. Uppgiften &r att ta reda pa vilkendera typ av funktion kretsen har
implementerat[31].

En balanserad funktion &r en funktion som ger 0 {or hilften av inmatningen
och 1 for andra hilften. Till exempel dr en funktion som ger 1 for udda tal och
0 for jamna tal en sadan funktion. En annan balanserad funktion &r en som ger
0 for den lédgre hélften av all indata och 1 for den hogre hilften av all indata. I
kvantdatorvirlden #r kvantgrindarna NOT och CNOT exempel pa balanserade
grindar. En konstant funktion ger alltid samma svar oberoende av vad som matades
in 1 kretsen, till exempel alltid O for alla inmatningar. En konstant funktion har
alltsa antingen formen f(z) = 0 eller f(x) = 1 for alla virden pa .

Eftersom det finns n ingangar, finns det 2" mojligheter av indata. En klassisk
dator behover i bista fallet testa enbart tva av dem, namligen om ena forsoket ger 0
och andra forsoket ger 1 kan man vara séker pa att funktionen &r balanserad. Som
mest kan man behova gora 27! + 1 tester, det vill séiga en mera #n hilften av alla
mojligheter. Om alla dessa ger samma virde kan man vara siker pa att funktionen
ar konstant.

Om funktionen f kan implementeras som en kvantkrets kan Deutsch-Jozsa-

algoritmen 16sa detta problem med ett enda test oberoende av vilken balanserad
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) A

|%0) |91) [2)  |ts) |14)

Figur 3: Deutsch-Jozsa-algoritmen

eller konstant funktion som implementerades. Det finns alltsa inget virsta fall, som
for den klassiska datorn.

Deutsch-Jozsa algoritmen &r presenterad som en kvantkrets i figur 3. Grinden
Uy dr konstruerad sd att den har n + 1 ingéngar. Hela grinden &r unitér. Funktionen
f, som dr antingen konstant eller balanserad, kors pa de forsta n ingangarna och
resultatet dr sedan kopplat till en CNOT-grind. Den sista ingangen, y, dr ocksa
kopplad till samma CNOT-grind. Effekten av Uy dr alltsa |z) |y) — |x) |y @ f(x)).

X xXr
Uy
y y© f(x)

De forsta n kvantbitarna, de som ska bli indata for f, sitts till |0) och den sista

ingangen, som skall bli indata for CNOT, siitts till |1). Alla kvantbitar gar igenom
Hadamard-grindar innan de nér Uy. Vi har alltsd n + 1 Hadamard-operationer.

For att fa veta vad tillstandet 4r efter n Hadamard-operationer pa |0) maste man
forst ta reda pa hur tensorprodukten H®" ser ut. Fér att fa en bittre forstaelse, kan
man utfora tensorprodukten fér H%2 och H®3,

En ensam Hadamardgrind har matrisen:

1 11
H:ﬁll —1]‘
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Tva Hadamardgrindar har matrisen:

H®H®@H=—

5~
@
e S et

|

[a—y

|

—_

[S—y

Eftersom varje virde i matrisen dr antingen —1 eller 1 inser man litt att for
varje gang man okar tensorprodukten med en Hadamard-matris blir skaldren \/Li
multiplicerad med den foregaende skaldren. For n Hadamard-grindar blir skalidren

\/127. Man ser ocksa att hela forsta kolumnen i den sammanslagna Hadamard-

matrisen allid kommer att vara fylld med 1, eftersom 1 -1 = 1 och fran definitionen
av tensorprodukt ser man att andra operationer inte dr mojliga for denna kolumn
da originalmatrisen redan var fylld med 1 for denna kolumn.

Eftersom de forsta n kvantbitarna &r alla |0) blir tensorprodukten:

0)*" =

0

Antalet rader dr 2". Resultatet av att Hadamard-grindarna opererar pa detta tillstand
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ar:

1
X 1
HE™(|0)*") = o 1
g
Detta skrivs om som: on1
1
T ; |z)

Den sista kvantbiten har virdet |1) och, som tidigare konstaterat, dr H(|1)) =
\/LE(]O> — |1)). Dérfor blir resultatet av Hadamard-grinden pa n + 1 kvantbitar dér

de n forsta kvantbitarna édr |0) och den sista kvantbiten |1):

Eftersom effekten av Uy dr |x) |y) — |x) |y @ f(x)) ser man att

2) 0@ f(2)) = |2) | f(x))

Uy(l) [0)) =
D) =lz)[1e f(z)).

Up(l) 1)) =
Detta leder till att man kan omskriva U(|z) (|0) — |1))) som |z) (|f(x)) —

11 f(x))) Om Uy far operera pa i) fas:

2n1

) = ¢2_2| ~[1® f(2))).

Funktionen f(x) kan enbart anta virdet 0 eller 1. Om man sitter in f(z) =0
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respektive f(z) = 1 far man

277,71

1
i = e 25120 10) = [D) om f(2) =0 och

) = —=— 3 [) (1) — [0)) om f(a) = 1.

Det sker alltsa ett teckenbyte om f(z) = 1. Man kan anvinda sig av (—1)7®) for
detta teckenbyte:

Qn—l

1 1@ 1) (10 —
N (=1 |z) (j0) = [1)).

=0

|¢2> =

Fran Figur 3 ser man att fran och med nu framét behovs inte mera den sista

kvantbiten. Tillstdndet man behdver beakta ir

277,1

Eftersom man enligt algoritmen ska gora en Hadamard-transformation pa detta,
behdvs mera kunskap om tensorprodukten av Hadamard-matriser. Hadamard-

matrisen kan skrivas om som|[32]:

Man tar radnumret och kolumnnumret (som binéra tal) och utfor booleska AND-
operationen. Resultatet av AND-operationen blir antingen 0 eller 1. Den ursprung-

liga Hadamard-matrisen aterfas dd (—1)° = 1 och (—1)' = —1.
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Om man har tensorprodukten av tva Hadamard-matriser far man:

00 01 10 11

00 1 0AODOAO 1 OAOBOAL 1 0A1BO0A0 1 OALPOAL

1 (=1) (=1) (=1) (=1)

H H = 01 (_1)0/\0@1/\0 (_1)0/\0@1/\1 (_1)0/\1@1/\0 (_1)0/\1@51/\1 .
= \/ﬁ 10 (_1)1/\0@0/\0 (_1)1/\0@0/\1 (_1>1/\1@0/\0 (_1>1/\1@0/\1

11 (_1)1A0€Bl/\0 (_ ) (_ ) (_ )

1 INODIAL 1 IN1P1IN0 1 INIPINL

I detta sammanhang &dr & boolesk XOR. Denna metod fungerar d@ven for att skapa

H®"_matriser [33]: .

V21

dér x och y dr rad- respektive kolumnnumret som binéra tal och x,, och y,, star for

HE ) = <= (=)<

de enskilda bitarna i talet och < x,y >arxy Ay1 Do A yo B ... B 2, A Yp.

Dé Hadamard-tranformation gors pa |¢3) far man:

1 ¥ RN
|Yha) = T ;(—1)”@ |z) [\/Q—n ;(—D“’W> |y>]

! Z<—1>f<m><—1><zvy>] 1)

pu— 2—n
z=0 L y=0

1 271,—1 '2n—1
S 90 PUCIEEE )
z=0 L y=0

Om man vill bestimma sannolikheten for att uttrycket kollapsar till |0), behover y
vara 0 [31]. Om man beaktar att < z,y >=< x,0 >= 0 for alla viarden pa x far
man uttrycket reducerat till[32]:

Hér ser man att [1)4) helt beror pa f(x). Eftersom (—1)/(®) #r ett reellt tal kan
man direkt kvadrera utan att komplexkonjugerara for att fa sannolikheten for |0).
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Om f(x) dr konstant 0 for alla virden pa « dr sannolikheten for att resultatet dr |0):

2n—1 2

5 >y =

z=0

on |2

on

Om f(n) dr konstant 1 for alla vérden pa x dr sannolikheten for att resultatet dr |0):

anl 2

1 | =)
272(_1) _’ on

=0

Om f(n) dr balanserad kommer hilften av kvantbitarna att ta ut den andra

hilften och sannolikheten for att resultatet &r |0):

2

1 gn—1 0 2
— —D)* =|—=| =0.

Man far alltsa ett deterministiskt svar pa forsta forsoket: |0) om funktionen dr

konstant och |1) om funktionen dr balanserad.

5 Sammanfattning och slutsats

Denna avhandling visade att kvantdatorer kan 16sa en del problem snabbare in vad
en klassisk dator kan 16sa samma problem. Detta visades genom att demonstrera
Deutsch-Joza-algoritmen, som loser ett problem diar man avgor om en funktion
iar balanserad eller konstant med ett enda forsok. En klassisk kan behdva upp till
2" 41 forsok for att 16sa samma problem.

For att kunna visa detta, presenterades nagra exempel pa kvantmekaniska feno-
men sa att man kan fa en idé om vad en kvantbit dr och hur den kan implementeras.
Det handlar om diskreta kvantfenomen som viljs ut att representera |0) och |1).
Kvantbitens tillstand beskrivs som en vektor «|0) + (5 |1). En kvantbit kan vara
antingen |0) eller |1) eller i en superposition dér |0) och |1) har vardera en viss
sannolikhet.

Vidare presenterades ocksa sammanflitade kvantbitar, eftersom detta ir ett
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fenomen som kan uppstd med de kvantgrindar som behandlades. Sammanflidtade
kvantbitar kan enbart beskrivas tillsammans som ett system och da ena kvantbiten
avldses kommer den andra att vara i motsatt position. Ett exempel med sammanfli-
tade kvantbitar presenterades tillsammans med kvantgrinden CNOT.

Kvantgrindarna NOT, Hadmard, och CNOT presenterades eftersom de behovs
for att man ska forsta Deutsch-Jozsa algoritmen. Alla kvantgrindar dr unitéra, det
vill siga man kan fran resultatet av en grind rikna ut vad indatan var genom att
anvinda hermiteska konjugatet av grinden. Detta skiljer sig fran digitalelektroniken
dér de flesta grindarna forstor data. Till exempel XOR, som paminner om CNOT
har tva ingdngar men enbart en utgang, medan CNOT har tva ingangar och tva
utgangar.

Aven Uy, grinden som implementerar funktionen f, som testas i Deutsch-Josza-
algoritmen, behandlades. Denna grind implementerar f, som &dr garanterad att
vara antingen balanserad eller konstant, och kopplar resultatet av f till en inbyggd
CNOT-grind. Uy bestar alltsd av bade f och CNOT och dr som en helhet en unitir
operator.

Denna avhandling har gett en grund som hjélper en att béttre forsta vad kvant-
datorer handlar om, utan att krdva djupa forkunskaper i matematik och fysik. Med
de grundprinciper, som avhandlingen har behandlat dr det ldttare att ta del av
nyhetsflodet och att ocksa studera vidare om kvantdatorer.

Forutom universitet bedriver manga stora féretag, som IBM, Google, Microsoft
och D-Wave Systems aktiv forskning inom omradet. Helt sidkert kommer nya
arbetsplatser att skapas inom denna bransch, och det borde motivera till att studera

dmnet djupare.
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